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Re´sume´ :
Nous pre´sentons une e´tude sur les effets des oscillations pe´riodiques horizontales sur l’instabilite´ inter-
faciale dans un milieu poreux sature´ par deux couches fluides Newtoniennes, non miscibles et incom-
pressibles de viscosite´s et de masses volumiques diffe´rentes. L’e´tude de stabilite´ line´aire de la solution
de base, correspondant a` deux e´coulements pulse´s, a permis d’aboutir a` un oscillateur parame´trique
re´gissant l’e´volution de l’amplitude de l’interface. Nous montrons que l’instabilite´ de l’interface est soit
de type de Kelvin-Helmholtz soit de type parame´trique. Nous examinons l’influence da la fre´quence et
de l’amplitude sur le seuil d’instabilite´ marginale de l’interface.
Abstract :
The effect of horizontal periodic oscillations on the interfacial instability of two immiscible fluids
of different densities in a fully saturated porous media is investigated. A linear stability analysis of
the viscous basic flow leads to the periodic Mathieu oscillator describing the evolution of interfacial
amplitude. We examine mainly the effect of the periodic oscillations and the influence of the frequency
on the stability of the interface.
Mots clefs : Milieu poreux ; Instabilite´ Interfaciale ; Instabilite´ parame`trique
1 Introduction
L’e´tude de l’instabilite´ interfaciale dans un milieu poreux sature´ par deux couches fluides Newto-
niennes, non miscibles et incompressibles a fait l’objet de plusieurs travaux the´oriques et expe´rimentaux
[1− 8]. Dans ce cadre, Saffman et Taylor [1] ont e´tabli que, dans un milieu poreux, l’instabilite´ peut
eˆtre de´clenche´e avec des valeurs particulie`res du contraste de viscosite´ entre les deux couches fluides.
En utilisant la cellule de Hele-Shaw pour mode´liser l’e´coulement dans le milieu poreux, ils ont ob-
serve´ une de´stabilisation de l’interface air-glyce´rol et la formation des motifs, doigts de digitation, qui
de´pendent de la nature des fluides, de la ge´ome´trie de l’e´coulement et des proprie´te´s du milieu. Plus
tard, Raghvan et al. [2] ont effectue´ une analyse de stabilite´ line´aire de l’interface en se basant sur
la loi de Darcy pour de´terminer l’e´quation qui correspond au taux de croissance. Dans ce travail, les
auteurs ont montre´ que l’instabilite´ de Kelvin Helmholtz ne se de´clenche que lorsque le fluide le plus
lourd est place´ au-dessous du fluide le plus le´ger. Par la suite, Bau [3] s’est inte´resse´ au cas de deux
couches fluides en mouvement relatif en conside´rant deux mode`les : le premier mode`le s’est base´ sur
la loi de Darcy et le deuxie`me sur l’e´quation de Forchheimer. Dans cette e´tude, qui est une extension
du travail de Raghvan et al [2], Bau a montre´ que, dans les deux cas, l’instabilite´ de Kelvin Helmholtz
se de´clenche si les vitesses des deux fluides de´passent un certain seuil. Dans le cas d’un e´coulement
de Darcy, le seuil de stabilite´ marginale de´pend de la densite´ et du rapport de mobilite´ qui se de´finit
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comme e´tant le rapport de la viscosite´ et de la perme´abilite´ relative du fluide. El Sayed [4] a conside´re´
le cas de deux fluides die´lectriques en pre´sence d’un champs e´lectrique en utilisant les deux approches
utilise´ dans [3]. L’analyse de stabilite´ line´aire a montre´ que, dans les deux cas, le champ e´lectrique
a tendance a` de´stabiliser l’interface. Dans le meˆme contexte, Khan et al. [5] ont e´tudie´ la stabilite´
interfaciale de deux fluides conducteurs en pre´sence d’un champ magne´tique uniforme et horizontal.
Ils ont e´tabli que la viscosite´ et la porosite´ ont un effet stabilisant tandis que l’augmentation des
vitesses relatives de l’e´coulement des deux fluides favorise la de´stabilisation de l’interface. Entretemps,
la stabilite´ e´lectrohydrodynamique de deux fluides visqueux avec transfert de chaleur et de masse a e´te´
discute´e par Asthana et al. [6]. Dans cette e´tude, l’accent a e´te´ mis sur l’influence du champ e´lectrique
et l’effet du rapport des constantes die´lectriques sur la vitesse relative des fluides. En absence de champ
e´lectrique, Obied Allah [7] a mene´ une e´tude sur l’instabilite´ de Kelvin Helmholtz et celle de Rayleigh
Taylor dans un e´coulement paralle`le de deux fluides, en tenant compte de la viscosite´, de la tension
superficielle et du transfert d’e´nergie et de masse. Re´cemment, Asthana et al. [8] ont utilise´ l’hypothe`se
de l’e´coulement a` potentiel des vitesses pour analyser l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz dans un milieu
poreux sature´ par deux fluides visqueux. Le model le plus ade´quat pour e´tudier les milieux fortement
perme´ables est celui de de Darcy-Brinkman. Asthana et al. ont conside´re´ que l’e´coulement est irro-
tationnel, donc, le terme de diffusion visqueuse, ou le terme de Brinkman lie´ a` la viscosite´ effective
dans l’e´quation de Darcy-Brinkman disparait et le model se re´duit a` celui de Darcy. Ils ont montre´
que la porosite´ a un effet stabilisant sur la valeur critique de la vitesse des deux fluides ; le nombre de
Reynolds et le rapport de viscosite´ ont un effet de´stabilisant sur le taux de croissance tandis que le
nombre de Bond a` un effet stabilisant. Dans le travail que nous pre´sentons, a` la diffe´rence des travaux
cite´s ci-dessus, nous nous inte´ressons a` analyser la stabilite´ d’une interface se´parant deux fluides vis-
queux non miscibles saturant un mileiu poreux et soumis a` des oscillations pe´riodiques horizontales.
Nous effectuons une analyse de stabilite´ line´aire et nous examinons l’effet des oscillations pe´riodiques
sur le seuil de l’instabilite´ marginale.
2 Formulation du proble`me
Nous conside´rons deux fluides Newtoniens, non miscibles et incompressibles de viscosite´s µ1 et µ2 et
de densite´s ρ1 et ρ2, saturant un milieux poreux d’extension infinie en x (Figure 1) et de hauteur
h = h1 + h2. Les deux couches fluides sont soumises a` un mouvement oscillant selon la loi a cos(ωt).
Nous notons par pj la pression et parVfluidej , ou` j = 1 ou 2 selon le fluide conside´re´, la vitesse relative
Figure 1 – Fluides non miscibles saturant un milieu poreux soumis a` des oscillations horizontales.
du fluide lie´e a` la vitesse de Darcy, Vj(uj , vj), dite aussi vitesse de filtration, par la relation suivante
Vfluidej = 1εVj . En supposant la validite´ de la formulation de Darcy, les e´quations de conservation
macroscopiques de la masse et de la quantite´ de mouvement peuvent eˆtre e´crites de la fac¸on suivante
∇.Vj = 0 (j = 1, 2) (1)
ρj
ε
[
∂Vj
∂t
+
Vj
ε
∇.Vj
]
= −∇pj − µj
k1
Vj + ρjaω2 cos(ωt)x+ ρjg (2)
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Avec ε est la porosite´ du milieu et k1 sa perme´abilite´.
2.1 Solutions de base
A l’e´quilibre, l’interface entre les deux fluides est plane et l’e´tat de base est instationnaire. Soit donc,
Vbj(t) = (U
b
j , 0, 0), la solution de base qui satisfait ne´cessairement l’e´quation de continuite´ et les
e´quations de la quantite´ de mouvement. Les e´quations de conservation, correspondant a` la solution de
base, se re´duisent a`
ρj
ε
∂U bj
∂t
= −∂P
b
j
∂x
− µj
k1
U bj + ρjaω
2 cos(ωt) (3)
0 = −∂P
b
j
∂y
− ρjg (4)
Les parois verticales, en x = 0, L, ge´ne`rent un e´coulement au sein du milieu poreux et le volume
de´place´ des deux fluides ve´rifie la condition suivante∫ 0
−h1
Vb1.x dy = −
∫ h2
0
Vb2.x dy (5)
En inte´grant ces e´quations, les expressions de la pression de base et de la vitesse de base s’e´crivent
U bj (t) = aω [Fj cos(ωt) +Gj sin(ωt)] (6)
P bj = −ρjgy + Cj (7)
ou` Cj est une constante arbitraire et les fonctions Fj et Gj sont donne´es par
F1 = −HF2 = Hε(ρ− 1)
(ρH + 1)(1 + ε2Da2
1
Γ22
)
ε
Da
1
Γ2
(8)
G1 = −HG2 = − Hε(ρ− 1)
(ρH + 1)(1 + ε2Da2
1
Γ22
)
(9)
Avec H = h2h1 , Da =
k1
h2 est le nombre de Darcy et Γ2 = σ2
(
ρH+1
µH+1
)
ou` les parame`tres σ2 = ωe
2
ν2
est le
nombre de frequence (ν2 est la viscosite´ cine´matique du fluide 2), ρ = ρ1ρ2 est le rapport de densite´ et
µ = µ1µ2 est le rapport de viscosite´ qu’on peut exprimer en fonction du contraste de viscosite´, µ =
1−A
1+A ,
avec Aµ = µ2−µ1µ2+µ1 et −1 ≤ Aµ ≤ 1.
Remarquons que dans un milieu non poreux, ε = 1 et Da −→∞, et dans le cas limite correspondant
a` Γ2 −→∞, par exemple lorsque σ2 −→∞ en fixant les autres parame`tres, la solution de base obtenu
dans notre travail, donne´e par l’e´quation (6), converge vers celle obtenue par Khenner et al. [9] dans
son approximation non visqueuse.
U b1 = aω
(
h2(ρ1−ρ2)
h1ρ2+h2ρ1
)
sin(ωt), U b2 = −h1h2 U¯ b1 (10)
2.2 Stabilite´ line´aire
L’e´tude de stabilite´ line´aire de l’e´tat d’e´quilibre, consiste a` superposer a` celui-ci des perturbations
infinite´simales, nous introduisons alors les variables suivantes
Vj = Vbj + vj(u(x, y, t), v(x, y, t))
Pj = P bj + pj(x, y, t)
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Le syste`me des e´quations line´aires correspondant a` la perturbation de l’e´tat d’e´quilibre est
∂uj
∂x
+
∂vj
∂y
= 0 (11)
ρj
ε
[
∂uj
∂t
+
U bj
ε
∂uj
∂x
]
= −∂pj
∂x
− µj
k1
uj (12)
ρj
ε
[
∂vj
∂t
+
U bj
ε
∂vj
∂x
]
= −∂pj
∂y
− µj
k1
vj (13)
Pour e´tudier l’e´volution dynamique de l’interface, nous de´crivons l’interface perturbe´e par y = 0 +
ξ(x, t) ou` ξ(x, t) est une perturbation infinite´simale. Nous cherchons ensuite les solutions du proble`me
en modes normaux
[pj , uj , vj ] = [p˜j(t, y), u˜j(t, y), v˜j(t, y)]eikx (14)
ξ(x, t) = ξ˜(t)eikx (15)
Le terme k repre´sente le nombre d’onde dans la direction x et i ve´rifie i2 = −1. Par ailleurs, le champ
de vitesse, vj , de´rive d’un potentiel φj , solution de l’e´quation de la continuite´, de´finit pour chaque
fluide par
φj(x, y, t) = φ˜j(y, t)eikx = [C1j (t)e
ky + C2j (t)e
−ky]eikx (16)
Les constantes C1j (t) et C
2
j (t) sont de´termine´es en utilisant les conditions de glissement sur les parois
horizontales, v1(y, t) = 0 en y = −h1 et v2(y, t) = 0 en y = h2, et la condition cine´matique a` l’interface
ε
dξ˜(t)
dt
+ ikU bj ξ˜(t) =
∂φ˜j
∂y
(17)
Le saut des contraintes a` l’interface des deux fluides s’e´crit sous la forme ci-dessous [10]
(P b1 + p˜1)− (P b2 + p˜2) + (2µ2
∂v2
∂y
− 2µ1∂v1
∂y
) = γ∇.n (18)
ou` n est la normale a` l’interface et γ est la tension superficielle avec ∇.n = − ∂2ξ∂x2 = k2ξ˜(t). Ensuite,
la pression totale est line´arise´e a` l’aide d’un de´veloppement de Taylor au premier ordre au voisinage
de y = 0
P bj + p˜j = P
b
j (0) +
∂P bj
∂y
|y=0 ξ˜ + p˜j(y) (19)
Le syste`me (11)-(13) associe´ aux conditions aux limites ci-dessus est re´duit a` une e´quation diffe´rentielle
a` coefficients variables dans le temps
d2ξ˜(t)
dt2
+
[
2i
k
ε
R1U
b
1 +R2U
b
2
R1 +R2
+
R1ν1 +R2ν2
R1 +R2
(
ε
k1
+ 2k2)
]
dξ˜(t)
dt
+
[
(ρ1 − ρ2)
R1 +R2
gk + i
k
ε
R1
dUb1
dt +R2
dUb2
dt
R1 +R2
− k
2
ε2
R1(U b1)
2 +R2(U b2)
2
R1 +R2
+
γk3
R1 +R2
+ i(
k
k1
+ 2
k3
ε
)
R1ν1U
b
1 +R2ν2U
b
2
R1 +R2
]
ξ˜(t) = 0 (20)
ou` R1 = ρ1 coth(kh1) et R2 = ρ2 coth(kh2). Pour e´liminer le terme qui contient la de´rive´e de premier
ordre de ξ˜(t), nous utilisons le changement de variable suivant
ξ˜(t) = ξ¯(t) exp
[
−
∫ [
i
k
ε
R1U
b
1 +R2U
b
2
R1 +R2
+
1
2
R1ν1 +R2ν2
R1 +R2
(
ε
k1
+ 2k2)
]
dt
]
(21)
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Nous inse´rons la nouvelle variable (21) dans l’e´quation (20), ensuite nous effectuons une analyse
dimensionnelle en adimensionnant le temps par 1ω et les coordonne´es spatiales par h. L’oscillateur (20)
s’e´crit maintenant sous la forme suivante
d2ξ¯(t)
dt2
+ [α1 + α2 cos2(t) + α3 sin2(t) + α4 sin(2t) + iα5 cos(t) + iα6 sin(t)]ξ¯(t) = 0 (22)
avec
α1 = − ε
2
σ22
(νR1 +R2
R1 +R2
)2( 1
2Da
+ n2
)2
+
(ρ− 1)
(R1 +R2)
nGo+
n3
We(R1 +R2)
α2 = A2
n2
ε2
[ R1
R1 +R2
( R1
R1 +R2
− 1
)
F 21 +
R2
R1 +R2
( R2
R1 +R2
− 1)F 22 + R1R2(R1 +R2)2F1F2
]
α3 = A2
n2
ε2
[ R1
R1 +R2
( R1
R1 +R2
− 1
)
G21 +
R2
R1 +R2
( R2
R1 +R2
− 1
)
G22 +
R1R2
(R1 +R2)2
G1G2
]
α4 = A2
n2
ε2
[ R1
R1 +R2
( R1
R1 +R2
− 1
)
F1G1 +
R2
R1 +R2
( R2
R1 +R2
− 1
)
F2G2 +
R1R2
2(R1 +R2)2
(F1G2 + F2G1)
]
α5 = A
[(
− 2n
σ2
R1
R1 +R2
(νR1 +R2
R1 +R2
)( 1
2Da
+ n2
)
+
nνR1
Daσ2(R1 +R2)
+
2n3
σ2
νR1
R1 +R2
)
F1 +
+
(
− 2n
σ2
R2
R1 +R2
( νR1 +R2
(R1 +R2)
)( 1
2Da
+ n2
)
+
n
Daσ2
R2
R1 +R2
+
2n3
σ2
R2
R1 +R2
)
F2
]
α6 = A
[(
− 2n
σ2
R1
R1 +R2
(νR1 +R2
R1 +R2
)( 1
2Da
+ n2
)
+
nνR1
Daσ2(R1 +R2)
+
2n3
σ2
νR1
R1 +R2
)
G1 +
+
(
− 2n
σ2
R2
R1 +R2
( νR1 +R2
(R1 +R2)
)( 1
2Da
+ n2
)
+
n
Daσ2
R2
R1 +R2
+
2n3
σ2
R2
R1 +R2
)
G2
]
ou` We = ρ2h
3ω2
γ est le nombre de weber, A =
a
h est l’amplitude adimensionnelle des oscillations,
n = kh est le nombre d’onde, ν = ν1ν2 est le rapport des viscosite´s cine´matiques et Go =
g
hω2 .
3 Re´sultats et Discussion
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Instabilité de Kelvin Helmholtz
Première
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l’instabilité
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Figure 2 – Courbe de stabilite´ marginale pour
ρ = 2, We = 6.25, Go = 0.16, Aµ = 0, ε = 1,
σ = 100, H1 = H2 = 1
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Figure 3 – Courbe de stabilite´ marginale pour
ρ = 2, Aµ = 0, ε = 1, k1 = 1, σ = 100, ε = 0.5,
H1 = H2 = 1
Nous nous inte´ressons aux courbes traduisant l’e´volution de l’amplitude des oscillations, A, en fonction
du nombre d’onde, n, en fixant le nombre de fre´quence, σ2, le contraste de viscosite´, Aµ, ainsi que les
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autres parame`tres physiques du proble`me.
Dans la Figure 2, nous illustrons les courbes de stabilite´ marginale pour ε = 0.5 et Da = 0.25. Nous
montrons que l’instabilite´ de l’interface est soit de type de Kelvin-Helmholtz soit de type parame´trique.
La premie`re re´gion de cette figure correspond a` une instabilite´ de type Kelvin-Helmholtz ou` le mode
le plus dangereux correspond a` une longueur d’onde infini et la deuxie`me re´gion correspond a` une
re´sonance parame´trique due aux oscillations qui re´sulte de la variation de la vitesse en fonction du
temps.
La Figure 3 illustre la variation de l’amplitude des vibrations, A, en fonction du nombre d’onde
pour les diffe´rentes nombre de Weber, We, pour Aµ = 0, σ2 = 100, ε = 0.5 et k1 = 1. Dans ce
cas, l’augmentation du nombre de Weber qui correspond a` une augmentation de la fre´quence des
oscillations, d’une part, e´largit la zone d’instabilite´ de Kelvin Helmholtz, d’autre part, favorise le
de´clanchement des instabilite´s parame´triques pour des nombres d’ondes plus grands. Sur cette figure on
peut conclure que pour l’instabilite´ parame´trique, la fre´quence a un effet stabilisant et pour l’instabilite´
de Kelvin-Helmholtz, elle a un effet de´stabilisant. Par exemple, pour l’instabilite´ de Kelvin Helmholtz
le seuil Ao = 0.962 pour We = 6.25 et Go = 0.16 et Ao = 0.684 pour We = 12.23 et Go = 0.081.
4 Conclusion
Nous avons conside´re´ l’e´tude de stabilite´ line´aire de l’interface se´parant deux couches fluides non
miscibles de masses volumiques diffe´rentes saturant un milieu poreux soumi a` oscillations horizontales.
Le proble`me perturbe´ a e´te´ re´duit a` une e´quation de Mathieu re´gissant l’e´volution de l’amplitude de
l’interface. Par la suite nous avons de´termine´ les zones stables et instables en fonction des diffe´rents
parame`tres physiques du proble`me e´tudie´.
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